
ای پرتوی نوری به داخل مستطیل فرض کنید سطح داخلی چهار ضلع یک مستطیل از جنس آینه باشد. از یکی از نقاط گوشه -1

و پیش از آن به هیچ یک از رئوس نرسیده  ایم. این پرتو بعد از چند بار انعکاس به رأس غیرمجاور رأس اول رسیده استتابانده

)توجه داشته باشید که هر گاه پرتوی نور به ضلعی  . ثابت کنید پرتوی نور پیش از این لحظه از مرکز مستطیل گذشته است.است

 (د.نشود که زاویة تابش و زاویة بازتابش برابر باشکند طوری منعکس میبرخورد می

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ت به در صورت لزوم از این قسم

عنوان چرک نویس استفاده کنید 

مطالب این قسمت تحت هیچ 

 شرایطی تصحیح نخواهد شد



𝐴𝐵متساوی الساقین ) 𝐴𝐵𝐶مثلث  -2 = 𝐴𝐶 است و نقطه دلخواه )𝑋  روی ضلع𝐵𝐶  قرار دارد. نقاط𝑌  و𝑍  به ترتیب روی اضلاع

𝐴𝐵  و𝐴𝐶  قرار دارند به طوریکه∠𝑌𝑋𝐵 = ∠𝑍𝑋𝐶 از .𝐵  موازی با𝑌𝑍  رسم می کنیم تا𝑋𝑍  را در𝑇  قطع کند. ثابت کنید𝐴𝑇 

 است. 𝐴نیمساز زاویة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

در صورت لزوم از این قسمت به 

عنوان چرک نویس استفاده کنید 

مطالب این قسمت تحت هیچ 

 شرایطی تصحیح نخواهد شد



𝑛فرض کنید  -3 > ,𝑥1ی زیر جوابی ندارد که در آن . ثابت کنید معادله2 … , 𝑥𝑛  باشند. 1اعداد طبیعی بزرگتر از 
(𝑥1 ⋯𝑥𝑛)

2 = 𝑥1
3 +⋯+ 𝑥𝑛

3  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

در صورت لزوم از این قسمت به 

عنوان چرک نویس استفاده کنید 

مطالب این قسمت تحت هیچ 

 شرایطی تصحیح نخواهد شد



 رسم 𝐴𝐶 با موازی 𝐷 از. دارند قرار 𝐴𝐵 متفاوت طرف دو و دایره روی 𝐷و  𝐶 نقاط. است مفروض 𝐴𝐵 قطر به ایدایره -4

 ایگونهبه 𝐷و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶 نقاط. کند قطع 𝐹 در را 𝐴𝐵 تا کنیممی رسم 𝐴𝐷 با موازی 𝐶 از وکند  قطع 𝐸 در را 𝐴𝐵 تا کنیممی

 𝑌در  را 𝐴𝐵، 𝐵𝐷 بر 𝐹 از وارد عمود و 𝑋در  را 𝐴𝐵 ،𝐵𝐶 بر 𝐸 از وارد عمود. شوند ایجاد دایره درون 𝐹و  𝐸 نقاط که هستند

 .کندمی قطع

 است. 𝐶𝐷خط طول پارهبرابر دو  𝐴𝑋𝑌اندازة محیط مثلث  کنید ثابت

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

در صورت لزوم از این قسمت به 

عنوان چرک نویس استفاده کنید 

مطالب این قسمت تحت هیچ 

 شرایطی تصحیح نخواهد شد



1ای چندجمله -5 + 𝑥1398  دهند. ابتدا نوبت روزبه استرا انجام میبه نوبت این بازی روی تخته نوشته شده است. روزبه و کیوان. 

0کن در نوبت خود یک عدد صحیح هر بازی ≤ 𝑘 ≤ هر کند. میجمع  𝑥𝑘ای روی تخته را با کند و چندجملهمیانتخاب  1398

منفی  𝑥ای روی تخته به ازای آن موجود باشد که چندجمله 𝑥پس از اینکه کیوان حرکت خود را انجام داد اگر عدد حقیقی بار 

روزبه هرطور یابد. ثابت کنید شود. در غیر این صورت بازی ادامه میبازد و بازی تمام میشود و کیوان میبشود، روزبه برنده می

 گاه نبازد.هیچتواند به نحوی بازی کند که کیوان میبازی کند 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

در صورت لزوم از این قسمت به 

عنوان چرک نویس استفاده کنید 

مطالب این قسمت تحت هیچ 

 شرایطی تصحیح نخواهد شد



 سازنهینقاط قر از نقاط جدول را به عنوان. دو نقطه دیریدر نظر بگ ، با فواصل برابر،ییتا 8 فیرد ۷نقطه در  56با  یجدول -6

 ةکه نقط ی. در صورتدیکن نهیقر سازنهیاز نقاط قر یکیو آن را نسبت به  دیریاز جدول را در نظر بگ یانقطه کنیم؛مشخص می

 کیدر را  میرسیها مکار به آن نیکه با ا ی. نقاطدیتکرار را ادامه ده نیو ا دیکار را تکرار کن نیجدول بود ا نقاطاز  یکی دیجد

ها چند تا تعداد دسته شود.مقدار ممکن  نیترکمها ایم که تعداد دستهساز را طوری انتخاب کردهنقاط قرینه. دهیممیدسته قرار 

ساز با دو ستاره مشخص شده های ممکن برای نقاط قرینهو یکی از انتخاب ها هستندنقطه همان تقاطع 56)در شکل زیر، است؟ 

 (است.

 

       
       
       
       
       
       

 
 
 

در صورت لزوم از این قسمت به 

عنوان چرک نویس استفاده کنید 

مطالب این قسمت تحت هیچ 

 شرایطی تصحیح نخواهد شد



 بسمه تعالی
 

 ۱۳۹۸المپیاد ریاضی سال سی و هفتمین های مرحله دوم حل سوالصورت و راه
در سراسر کشور و با  1398اردیبهشت  13و  12المپیاد ریاضی کشور در تاریخ  هفتمینآزمون مرحله دوم سی و 

به  کنندگان در دو روز و در هر روزآموزان پذیرفته شده در آزمون مرحله اول برگزار گردید. شرکتشرکت دانش
 .گفتند پاسخ تشریحی الؤمدت چهار ساعت و نیم به سه س

 هایحل راه الاتؤهاست. لازم به ذکر است که سل آنالات آزمون به همراه راه حسؤ شامل رو، پیشِ یهدفترچ
 از آزمون الاتسؤ برای صحیحی حل راه هر که است طبیعی. اندنشده ذکر دفترچه این در که دارند هم دیگری
 .باشد نیامده دفترچه این در اگرچه شودمی پذیرفته کنندگانشرکت

بندی ها آمده باشد که از نظر بارمحل ها ممکن است توضیحاتی در راهحل این راه آموزشی یهبا توجه به جنب
بندی تصحیح ضروری است به تصحیح ضروری نباشد و همچنین ممکن است بعضی توضیحاتی که بر اساس بارم

 ها نیامده باشند.در این راه حل نویسیخلاصهدلیل 

  



 
ای پرتوی نوری به گوشهفرض کنید سطح داخلی چهار ضلع یک مستطیل از جنس آینه باشد. از یکی از نقاط . 1

ایم. این پرتو بعد از چند بار انعکاس به رأس غیرمجاور رأس اول رسیده است و پیش از آن داخل مستطیل تابانده
به هیچ یک از رئوس نرسیده است. ثابت کنید پرتوی نور پیش از این لحظه از مرکز مستطیل گذشته است. )توجه 

شود که زاویة تابش و زاویة بازتابش کند طوری منعکس میضلعی برخورد می داشته باشید که هر گاه پرتوی نور به
 برابر باشند.(

 
 راه حل:

 (های یک خط نسبت به اضلاع مستطیل با هم موازی هستند.)چرا؟( انعکاس یافته1گزاره 
 (( انعکاس انعکاس یک خط نسبت به اضلاع مستطیل موازی با آن خط است.)چرا؟2گزاره 

 .نامیممی a کند رابر روی آن شروع به حرکت می خطی که پرتو
 .گیردشکل می b از انعکاس آن نسبت به یکی از اضلاع مستطیل خط

گیرد. چرا که از دو راس ابتدایی و انتهایی مستطیل خطی بکشیم، این خطوط تماما خارج مستطیل قرار می b اگر موازی با خط
 .و داخل مستطیل استاست  a شان نسبت به اضلاع موازی خطهقرین

 .است a نیست و موازی b شود موازیپس خط انتهایی که از راس مستطیل خارج می
 aبه راس انتهایی برسد. اگر در ابتدا از هر دو راس شروع و پایان پرتویی موازی خط  tحال فرض کنید پرتو با سرعت ثابت در لحظه 

 t/2ها یکسان است. حال لحظه لی و عرضی هر دو پرتو نسبت به مبداهای آنشد، طبق تقارن شکل در هر لحظه فاصله طوتابیده می
را در نظر بگیرید. در این لحظه هر دو پرتو بر روی یک دیگر قرار دارند)چرا؟(. و چون فاصله عرضی و طولی یکسانی نسبت به مبداهای 

 دا می کند.خود دارند پس آن نقطه مرکز مستطیل است. پس پرتو از مرکز مستطیل عبور پی
  



 
𝐴𝐵متساوی الساقین ) 𝐴𝐵𝐶مثلث . 2 = 𝐴𝐶 است و نقطه دلخواه )𝑋  روی ضلع𝐵𝐶  قرار دارد. نقاط𝑌  و𝑍 

𝑌𝑋𝐵∠قرار دارند به طوریکه  𝐴𝐶و  𝐴𝐵به ترتیب روی اضلاع  = ∠𝑍𝑋𝐶 از .𝐵  موازی با𝑌𝑍  رسم می کنیم
 است. 𝐴نیمساز زاویة  𝐴𝑇قطع کند. ثابت کنید  𝑇را در  𝑋𝑍تا 

 
 راه حل:

△می نامیم. دقت کنید  𝐾را  𝑋𝑌و  𝐵𝑇محل برخورد  𝑋𝑌𝐵 ∼△ 𝑋𝑍𝐶طبق تالس می توان نوشت . 
𝑋𝐾

𝐾𝑌
=
𝑋𝑇

𝑇𝑍
 

 دو نقطه متناظر در دو مثلث متشابه اند در نتیجه 𝑇و  𝐾پس 
∠𝑇𝐶𝑋 = ∠𝐾𝐵𝑋 = ∠𝑇𝐵𝑋 ⟹ 𝑇𝐵 = 𝑇𝐶 

منطبق اند و  𝐴∠و نیمساز  𝐵𝐶قرار دارد و از آن جا که مثلث متساوی الساقین است عمودمنصف  𝐵𝐶روی عمود منصف  𝑇پس 
 حکم نتیجه می شود. 

 
  



 
𝑛فرض کنید . 3 > ,𝑥1ی زیر جوابی ندارد که در آن  . ثابت کنید معادله2 … , 𝑥𝑛  1اعداد طبیعی بزرگتر از 

 باشند.
(𝑥1⋯𝑥𝑛)

2 = 𝑥1
3 +⋯+ 𝑥𝑛

3  
 

 
 راه حل:

,1فرض کنید  , nx x   1جوابی از معادله باشد کهix 1کنیم . بدون کم شدن از کلیت فرض می 2 nx x x  . 

2دقت کنید از آنجا که سمت چپ بر 

nx جهپذیر است و در نتیپذیر است پس سمت راست نیز بخشبخش 
2 3 3

1 1|n nx x x    

 پس
2 3 3

1 1n nx xx   )                           1( 

 از طرفی
2 3 3 3

1 1( )n n nxx x x nx    

 دهدکه نتیجه می
2 2
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 شود( نتیجه می1اکنون از نامساوی )
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  

 دهدکه نتیجه می
2

1 2 1

4 4 ( 1)n nx xx n n    

2ixاز طرفی چون   شودپس نتیجه می 
4 7 2(2 1)n n n    

2nولی این نامساوی برای هر   کند.غلط است. این تناقض حکم مورد نظر مسأله را ثابت می 

  



 
موازی با  𝐷قرار دارند. از  𝐴𝐵روی دایره و دو طرف متفاوت  𝐷و  𝐶مفروض است. نقاط  𝐴𝐵ای به قطر دایره. ۴

𝐴𝐶 کنیم تا رسم می𝐴𝐵  را در𝐸  قطع کند و از𝐶  موازی با𝐴𝐷 کنیم تا رسم می𝐴𝐵  را در𝐹  قطع کند. نقاط
𝐴 ،𝐵 ،𝐶  و𝐷 ای هستند که نقاط گونهبه𝐸  و𝐹  درون دایره ایجاد شوند. عمود وارد از𝐸  بر𝐴𝐵 ،𝐵𝐶  را در𝑋 

 کند.قطع می 𝑌را در  𝐴𝐵 ،𝐵𝐷بر  𝐹و عمود وارد از 
 است. 𝐶𝐷خط دو برابر طول پاره 𝐴𝑋𝑌ثابت کنید اندازة محیط مثلث 

 

 
 راه حل:

 صورت صحیح در زیر آمده است. سوال غلط است.صورت  به دلیل اشتباه تایپی،
 

موازی با  𝐷قرار دارند. از  𝐴𝐵روی دایره و دو طرف متفاوت  𝐷و  𝐶مفروض است. نقاط  𝐴𝐵ای به قطر دایره
𝐴𝐶 کنیم تا رسم می𝐴𝐵  را در𝐸  قطع کند و از𝐶  موازی با𝐴𝐷 کنیم تا رسم می𝐴𝐵  را در𝐹  قطع کند. نقاط
𝐴 ،𝐵 ،𝐶  و𝐷 ای هستند که نقاط گونهبه𝐸  و𝐹  درون دایره ایجاد شوند. عمود وارد از𝐸  بر𝐴𝐵 ،𝐵𝐷  را در𝑋 

 کند.قطع می 𝑌را در  𝐴𝐵 ،𝐵𝐶بر  𝐹و عمود وارد از 
 است. 𝐶𝐷خط دو برابر طول پاره 𝐴𝑋𝑌ثابت کنید اندازة محیط مثلث 

 
 دهی سؤال به شرح زیر است:ی نمرهنحوه

ی اند سؤال غلط است نمرهو نیز داوطلبانی که ثابت کردهاند اثبات کرده آن را داوطلبانی که صورت صحیح سؤال را نوشته و .1
 گیرند.کامل سؤال را می

یعنی شود )وی سؤالات دیگر آزمون پخش میربه طور مساوی ی سؤال اند، نمرهبرای داوطلبانی که به این سؤال پاسخ نداده .2
 (.گرددی این سؤال منظور میشود و به جای نمرهمی 5سؤال دیگر تقسیم بر  5ی مجموع نمره

 اند ولی راهبرای داوطلبانی که قسمتی که از راه حل صورت صحیح سؤال و یا قسمتی از اثبات غلط بودن سؤال را نوشته .3
ی بزرگتر به عنوان شود و نمرهمحاسبه می 2و بار دیگر بر اساس بند  1ها کامل نیست، یک بار نمره بر اساس بند آن حل
 گردد.ی داوطلب در این سؤال منظور مینمره

 

  



 
1ای چندجمله. ۵ + 𝑥1398 دهند. ابتدا روی تخته نوشته شده است. روزبه و کیوان به نوبت این بازی را انجام می
0کن در نوبت خود یک عدد صحیح بت روزبه است. هر بازینو ≤ 𝑘 ≤ ای کند و چندجملهانتخاب می 1398

موجود  𝑥کند. هر بار پس از اینکه کیوان حرکت خود را انجام داد اگر عدد حقیقی جمع می 𝑥𝑘روی تخته را با 
بازد و بازی تمام شود و کیوان میمنفی بشود، روزبه برنده می 𝑥ای روی تخته به ازای آن باشد که چندجمله

تواند به نحوی بازی یابد. ثابت کنید روزبه هرطور بازی کند کیوان میشود. در غیر این صورت بازی ادامه میمی
 گاه نبازد.کند که هیچ

 
 راه حل:
2دهیم قرار می 1398n  ها را کنو بازیA  وB کنیم نامیم. ثابت میمیB تواند طوری بازی کند که در هر مرحله یکی می

 گاه نبازد.را اضافه کند و هیچ 2nxو  1از 

0: برای هر 1لم  2k n   صحیح و برای هرx  ،2حقیقی 0(1 )
2 2

k nk k
x x

n n
   . 

0xاثبات لم: برای    و نیز برایk  زوج واضح است. برایk شود.هندسی نتیجه می-فرد از نامساوی حسابی 

 

1جملات  Aمرحله گذشته است و  tحال فرض کنید تا کنون  , , tkk
x x  را اضافه کرده است و فرض کنیدB  تا کنونa  بار

 ای روی تخته برابر است بارا اضافه کرده است. پس چندجمله 2nxبار  bو  1عدد 

2

1

1 ( 1)i

t
k n

i

a x b x


     

1tkدر نوبت خود  Aحال فرض کنید 
x  کند.را انتخاب می 

 کند:میحرکت بعدی خود را طبق این معیار انتخاب  Bحال 

اگر 
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  گاه آنB 2ی جملهnx کند و اگر را اضافه می
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   گاه آنB کند را اضافه می 1ی جمله

کند. توجه کنید که هر دو نامساوی را اضافه می 2nxو  1ی به دلخواه یکی از دو جمله Bکدام از این دو اتفاق نیفتاد و اگر هیچ

1tها برابر توانند همزمان اتفاق بیفتند زیرا مجموع سمت چپ نامساویفوق نمی   است ولی چونa b t   مجموع سمت

2tها برابر راست  .است 

ای حداقل ، ضریب ثابت چندجملهBطبق روش فوق بازی کند، بعد از هر نوبت  B: اگر 2لم 
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  2و ضریبnx  حداقل
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 .است 

0tکنیم. برای ثابت می tاثبات لم: لم را با استقرا روی    واضح است. حال فرض کنید حکم برایt  ثابت شده باشد و فرض کنید

1aبرابر  tی پس از مرحله 2nxضریب ثابت و ضریب     1وb :باشند. پس بنابر فرض استقرا 
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 پس به وضوح
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   

همانطور که قبلا اشاره شد حداکثر یکی از دو نامساوی 
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   تواند رخ دهد.می 

حالت اول: 
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  در این حالت .B  2یک واحد به ضریبnx 2کند و درنتیجه ضریب اضافه میnx  2برابرb شود می

که از 
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 .بزرگتر مساوی است 

 حالت دوم:
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   در این حالت .B 2کند و درنتیجه ضریب ثابت برابر به ضریب ثابت اضافه می یک واحدa  

شود که از می
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 .بزرگتر مساوی است 

 حالت سوم: هیچ یک از دو نامساوی فوق رخ ندهد. در این صورت به وضوح ادعا برقرار است.

 پذیرد.پایان میشود و اثبات لم پس گام استقرا ثابت می

 

 بازد.گاه نمیهیچ Bشود که نتیجه می 2و لم  1اکنون از لم 

 
  



 
نقاط  از نقاط جدول را به عنوان. دو نقطه دیریدر نظر بگ یی، با فواصل برابر،تا 8 فیرد ۷نقطه در  ۵۶با  یجدول. ۶
 نهیقر سازنهیاز نقاط قر یکیو آن را نسبت به  دیریاز جدول را در نظر بگ یانقطه کنیم؛مشخص می سازنهیقر
 ی. نقاطدیتکرار را ادامه ده نیو ا دیکار را تکرار کن نیجدول بود ا نقاطاز  یکی دیجد ةکه نقط ی. در صورتدیکن

ایم که تعداد ساز را طوری انتخاب کردهنقاط قرینه. دهیممیدسته قرار  کیدر را  میرسیها مکار به آن نیکه با ا
ها هستند و نقطه همان تقاطع ۵۶ها چند تا است؟ )در شکل زیر، شود. تعداد دستهمقدار ممکن  نیترکمها دسته

 ساز با دو ستاره مشخص شده است.(های ممکن برای نقاط قرینهیکی از انتخاب
 

       
       
       
       
       
       

. 

 
 راه حل:
این . موریآدر یک شبکه انتخاب میشود را بدست ساز نقاط قرینهنسبت به  نقطهکه از قرینه کردن یک  هایینقطهخواهیم ابتدا می

باشد را خط خوب ساز نقاط قرینه خط واصل خط موازی گذرنده از یک نقطه که موازی. کنیمگذاری میارزی نامها را کلاس همنقطه
 .ن نقطه می نامیمآن نسبت به دو مرکز را قرینه خط خوب آنامیم و قرینه ن نقطه میآ
 .)چرا؟(افتدن میآمرکز بر روی قرینه خط خوب  2قرینه هر نقطه نسبت به یکی از : 1 مل
آن و یا قرینه خط خوب نقطه ن آیک نقطه تنها بر روی خط خوب  ،گیریم با قرینه کردن متوالیا توجه به لم ذکر شده نتیجه میب

 .دافتمی نقطه
نگاه دو مجموعه یکی آدو نقطه، اشتراک داشته باشند،  یبرا سازنقاط قرینهگر مجموعه تولیدی با اعمال قرینه کردن نسبت به : ا2لم 

 .)چرا؟(اندبوده
پس کافیست برای هر دو مرکزی این تعداد را حساب . تارزی اسهای همداد کلاس، برابر با تعهاتعداد دستهبا توجه به لم ذکر شده 
 .کنیم تا کمینه را بیابیم

 بگیرید. 𝑣ساز را بردار و دوبرابر بردار بین نقاط قرینه 𝑂ساز را یکی از نقاط قرینه
یا  𝑣توسط تعدادی انتقال با بردار  𝐴توان از رسید، می 𝐵ساز بتوان به نقطه کردن توسط نقاط قرینهبا قرینه 𝐴: اگر از نقطه 3لم 
−𝑣  و سپس حداکثر یکبار قرینه نسبت به𝑂 به ،𝐵 )رسید.)در واقع ترکیب دو تقارن، یک انتقال است()چرا؟ 



 
حداقل  𝑣لفه بردار ساز است، مولفه افقی و عمودی آن زوج است. پس یکی از دو مودوبرابر بردار واصل نقاط قرینه 𝑣حال از آنجا که 

شوند به طوری که اگر گروه)چرا؟( تقسیم می 1۴، نقاط به حداقل 𝑣−و  𝑣توان گفت که با انتقال توسط بردار است. در نتیجه می 2
 توان رسید.دونقطه در یک گروه باشند، از هریک به دیگری با تعداد انتقال می

 ک گروهند.)چرا؟(، همگی در ی𝑂: قرینه نقاط یک گروه نسبت به ۴لم 
ساز در دو گروه مختلفند)چرا؟( توان گفت دونقطه قرینهگروه است یا حداکثر دو گروه. میارزی یا شامل یکدر نتیجه هر کلاس هم

ارزی را افتد. پس این دو گروه دو کلاس هم، در خود آن گروه می𝑂شدن نسبت به و قرینه نقاط هر یک ازین دو گروه پس از قرینه
ارزی داریم. در شکل زیر، کلاس هم 8ارزی دیگر نیز، شامل حداکثر دو گروه است. در نتیجه حداقل دهند. هر کلاس همل میتشکی

ساز، به همه نقاط است، توسط قرینه نسبت به نقاط قرینهای که دورشان دایرهنقطه 8ساز هستند. با دو دایره نارنجی نقاط قرینه
 است. 8مسئله برابر با  توان رسید. پس جوابجدول می
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