
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیص اس آسمون:
 ضوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داٍعلت گزاهی، خَاّطوٌذ است ثِ ًکبت سیز دقیقبً تَخِ فزهبییذ:

 است. ساعت ۴ٍ ٍقت آى  سؤال ۹تؼذاد سؤالات ایي آسهَى 

ضَد ًبم ٍ ًبم خبًَادگی خَد را حتوبً ثٌَیسیذ.ثز رٍی ّز ثزگِ پیص ًَیس کِ ثِ ضوب دادُ هی 

 ای ًٌَیسیذ.ثبلای پبسخٌبهِ غیز اس خَاة سؤالات ّیچ ػلاهت یب ػجبرت هطخصِ يیچخظدر سیز 

آٍری ًوبیذ.را هلاحظِ ٍ خوغ ّبآىتب هسئَل هزثَط ثتَاًذ  ذیدارًگِی خَد را در دستزس ٍ کبرًبهِ ًبهِیهؼزف 

 ًجبضذ، هدبس است. یشیرثزًبهِقبثلهٌْذسی کِ  حسبةيیهبضاستفبدُ اس 

ثِ ّز ضکل کِ ثبضٌذ، هدبس ًیست. ّبآلوبًبکّب ٍ ّبی ًدَهی، اعلساستفبدُ اس خذٍل 

ضَد. لذا آى را قجل اس ضزٍع آسهَى ثِ ف هحسَة هیٌّگبم آسهَى ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )خبهَش یب رٍضي( تخل

 هسئَل حَسُ تحَیل دّیذ.

 اػلام خَاّذ ضذ. خزدادهبًُتبیح ایي آسهَى در اٍاخز 

ِاست. ضذُِیتْ کامبیز خالقیی تطزیحی ایي آسهَى تَسظ آقبی پبسخٌبه 

 

 سوالات به همراه پاسخ تستیدفترچه 
 اولمرحله 

 ۱۳70سال  ریاضیی المپیاد دوره نهمین
 

 تذکزات آسمون:

 پژٍُ گزاهی، خَاّطوٌذ است قجل اس پبسخ ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارد سیز تَخِ کٌیذ:ضوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داًص

 است.دقیقه  ۱۲۰ٍ ٍقت آى  ی تطزیحیمسأله ۶ایي آسهَى ضبهل 

حسبة در ایي آسهَى غیز هدبس است.استفبدُ اس هبضیي 

 ویستّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )حتی خبهَش( در عَل سهبى آسهَى هدبس. 

ی سؤالات را ثب خَد ثجزًذ کِ تب پبیبى آسهَى در خلسِ حضَر داضتِ ثبضٌذ.تَاًٌذ دفتزچِ فقظ داٍعلجبًی هی 

 اًدبم ضذُ است.ی اجرایی ماخ کمیتهاًتطبر ٍ ثبستَلیذ ایي سَالات تَسظ 

 

 

 

 حساب مجاس ویست.استفاده اس ماضیه

-                                  ۶                                      ۱۲۰ 
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 ۱۳۷۰سال                          ۹اول دوره مزحله 

 ی المپیاد ریاضی ی اول وهمیه دوره های مزحلهمسأله

 ۱۳۷۰آموسان کطور، آذرماه  داوص

 

 ّب کوتزیي هقذار هوکي ]هثجت[ ثبضذ. ًْبیت هثلث ثب هختصبت صحیح ٍخَد دارد کِ هسبحت آى ثبثت کٌیذ ثی       -1

 

 ی یک، هضزة سَهی گزدد. ػلاٍُ ّب ثِ ضزة ّز دٍ ػذد اس آى تز اس یک را ثیبثیذ کِ حبصل ثشرگ a ،b  ٍcی اػذاد عجیؼی  ّوِ       -2

 

 داضتِ ثبضین  fغیزثبثت اگز ثزای تبثغ حقیقی        -3

f x y f x f y f xy( ) ( ) ( ) ( )2  

 را ثِ دست آٍریذ. f( 1371آًگبُ )

 

خغی رسن کٌیذ کِ  (L)ٍاقغ ثز  Pی  کٌذ. اس ًقغِ قغغ هی A  ٍBرا ثِ تزتیت در ًقبط  (n)ٍ  (m)دٍ خظ  (L)خظ         -4

(m)  ٍ(n)  را ثِ تزتیت در ًقبطA  ٍB ِکِ  عَری قغغ کٌذ، ث
AA

K
BB

. 

 

xاگز        -5 y z x y z( , , )  ، ثبثت کٌیذ ک0ِ

x y y z z x
x y z

z x y

2 2 2
2 2 2  

 

Aی  ػذد دلخَاُ اس هدوَػِ 55       -6 {, , ,..., }1 2 3  تَاى دٍ ػذد ثیي اػذاد  وَارُ هیِ ّـذ کـیـبى دّـکٌین. ًط اًتخبة هی 100

 ثبضذ. 11ّب  کِ تفبضل آى عَری ضذُ یبفت ثِ اًتخبة            
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 ۱۳۷۰سال                      ۹دوره  اولمزحله 

 ی المپیاد ریاضی ی اول وهمیه دوره های مزحله حل مسأله

 

Cاگز  روش اول.          -1 x y B x y A x y( , ), ( , ), ( , )3 3 2 2 1 1
  ثزاثز  ABCداًین هسبحت هثلث  هختصبت سِ رأس هثلث ثبضٌذ، هی  

 است ثب              

 

x y

S x y

x y

1 1

2 2

3 3

1
1

1
2

1

  

 است. ػذد  Sاست. درًتیدِ، کوتزیي هقذار هوکي  Aقذر هغلق دتزهیٌبى هبتزیس  |A| کِ هٌظَر اس

aاست. اگز قزار دّین  ّب  ی آى ًْبیت هثلث ثب هختصبت صحیح ٍخَد دارد کِ هسبحت ّوِ دّین ثی حبل ًطبى هی m n( , )  ٍ

gcd(m,n)=11 ٍ ؛r  ٍs ِ1 کِ عَری اػذاد عجیؼی ثبضٌذ ثms-nr= ،   هثلث  آًگبُ ثب قزار دادىAOB  دارای

 خَاّذ ثَد، سیزا  هسبحت 

ms nr
BH OA m n

m n m n
, 2 2

2 2 2 2

1
   

 پس 

 
AOB
S OABH

1 1
2 2

  

 است. ثبضذ هثلثی ثب هختصبت صحیح ٍخَد دارد کِ هسبحت آى  gcd(m,n)کِ  (m,n)درًتیدِ، ثزای ّز سٍج 

AOBٍ  را کِ در آى  AOBی  الشاٍیِ هثلث قبئنروش دوم. 
2

 گیزین. حبل اگز رٍی خظ در ًظز هی  

1y=  ًقبعی ثب عَل صحیح اختیبر کٌین، ایي ًقبط ثبO  ٍA است. ّب  سبسًذ کِ هسبحت ّوِ آى ّبیی هی هثلث 

 

 

                                      
 m  ٍnهطتزک  ِیػل هقسَم يیتز ثشرگ -1

1
2
1
2

B r s( , )

1
2

1
2

OA OB 1

1
2

A 

B 

H 

O 

B B’ y=1 

O H A 
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 ۱۳۷۰سال                          ۹اول دوره مزحله 

2-        

(1   )                                                                  

ab kc

ac k b

bc k a

1

1

1

  

 حبلا 

                    ab ac bc kk k abc( )( )( )1 1 1   

           mabc ab ac bc kk k abc1  

                                                                 ab bc ca nab1    

                                                                 n
a b c abc

1 1 1 1
   

aاگز  3  ،b 3   ٍc  ، آًگبُ  3

1 1 1 1
1

4 4 4 64
 عزف اٍل  

 ، آًگبُ،ثبضذ هثلاً اگز  3تز یب هسبٍی  پس اقلاً یکی اس ػذدّب ثبیذ کَچک

n
b c abc

1 1 1 1
0

2 2
  

cاگز  4   ٍb bاست. هثلاً   4تز یب هسبٍی  ّب کَچک ضَد. پس یکی اس آى هی 1تز اس  ثبضذ عزف اٍل کَچک  4 . ضوٌبً  4

 ٍ  اًذ. پس  دٍ ًسجت ثِ ّن اٍل دٍثِ a ،b  ٍcگیزین کِ  ( ًتیدِ هی1ّبی ) اس راثغِ

n n
c c c

1 1 1 1 7 5
2 3 6 6 6

  

                                                       c n( )7 6 5   

c  را در ًظز ثگیزین آیذ. اگز  ثِ دست هی ی  ٍ هدوَػِ ضوبرد پس  را هی 7ػذد 

n
b c bc

1 1 1 1
0

3 3
  

است هثلاً  4تز یب هسبٍی  ّب کَچک ضَد پس یکی اس آى هی 1تز اس  ثبضذ عزف اٍل کَچک ٍ  در ایٌدب ًیش اگز 

 آیذ ٍ اس  هدذداً خَاة قجلی ثِ دست هی . اس یب  اًذ پس  ًسجت ثِ ّن اٍل a  ٍb. ٍ چَى 

 دارین

 n
c c

1 1 1 1
3 4 12

 

 پس

n
c

13 7
12 12

  

است ٍ ثب ایي فزض عزف اٍل تسبٍی  5حذاقل هسبٍی  cاٍل ثبضذ، پس  3ٍ  2ثبیذ ًسجت ثِ  cپس  ٍ  چَى 

 { است.2, 3, 7ضَد کِ غیزهوکي است. پس تٌْب خَاة هسألِ } هی 1تز اس  کَچک

 

 

a 2

b 3

c 7{ , , }2 3 7a 3

b 4c 4

b 4b 2b 4b 2b 4

a 3b 4
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 ۱۳۷۰سال                      ۹دوره  اولمزحله 

3-        

f a b f a f b f ab( ) ( ) ( ) ( )2   

f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 2 0 0  
)fپس  )0 0. 

f n f n f f f f n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 0 2 1 
 پس

f f( ) ( )1 1   

f f f( ) ( ) ( )2 1 1 0  

f f f f( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 1  

f f f( ) ( ) ( )4 1 3 0  
fتَاى ثبثت کزد  ٍ ثب استقزا هی n( )2 0   ٍf n f( ) ( )2 1 )f، درًتیدِ  1 )1370 0   

 

4-         

 

 

 

 

 

 

 

mاضح است کِ ٍ n( ) || ( ثبضذ آًگبُ هسألِ ٍقتی دارای خَاة است کِ   (
PA

K
PB

 (m)ثگذرد  P. در ایي حبلت ّز خغی کِ اس  

ٍ (n)  ِرا قغغ کٌذ خَاة هسألِ است. در حبلتی ک
PA

K
PB

 هسألِ خَاة ًذارد.  

 

 

 

 

 

 

 

mهتقبعغ ثبضٌذ ٍ  ٍ  کٌین کِ  حبل فزض هی n c( ) ( ) {  ی هٌلائَس دارین ثٌبثز قضیِ ABC. در هثلث  {

A A B C PB

A C B B PA
1   

 ٍ یب

m( )n( )

B A P 

A’ B’ 

B A 
P 



 

۶     
 

 

 

 ۱۳۷۰سال                          ۹اول دوره مزحله 

B C PA
K

A C PB K

1
  

ای اًتخبة کٌین کِ  گًَِ ثِ CB  ٍCAرا ثِ تزتیت رٍی  ٍ  پس کبفی است ًقبط 
B C

k
A C

 Pثبضذ ٍ آًگبُ اس   

Aهَاسات  خیلی ثِ B  .رسن کٌین. در ایي حبلت هسألِ یک خَاة دارد 
 

 ثبیذ ثبثت کٌین کِ        -5

 

y z x
x y z
z x y

2 2 21 1 0   

اگز 
x z y

c b a
y x z
, ,1 1  ٌّذسی دارین  –ثٌبثز ًبهسبٍی حسبثی  1

a b c 0   
 کٌین کِ  حبل ثبثت هی

ax by cz2 2 2 0   
cچَى  a b  ،ثٌبثزایي 

ax by az bz2 2 2 2 0  

a x z b y z2 2 2 2 0 

y z z x
x z y z

z x
2 2 2 2 0 

x z y z

z x
0  

xی آخز  )در هزحلِ z y z( )( xاین.( چَى   را اس عزفیي سبدُ کزدُ  ( z y z
z x

,
1 1

 ثٌبثزایي، 

x z y z

z x
0 

یؼٌی 
x z y z

z x
 . پس 0

ax by cz2 2 2 0   
 

 ی  اگز در هدوَػِ       -6

a a a n{ , ,..., }1 2 1  

 گیزین ّبی سیز را در ًظز هی است. ثزای اثجبت سٍج nّب  ػذد اًتخبة کٌین، تفبضل دٍتبی آى 

a a n a a n a n a n( , ),( , ),...,( , )1 1 1 2 1   
 کٌین: ی سیز تقسین هی دستِ 5را ثِ  111تب  1ثزین. حبل اػذاد اس  کجَتزی را ثِ کبر هی ٍ اصل لاًِ

{, ,..., }, { , ,..., }, { , ,..., }, { , ,..., }, { , ,..., }1 2 20 21 22 40 41 42 60 61 62 80 81 82 100  

 گفتین اثجبت توبم است.ّب اًتخبة ضًَذ ٍ ثب آًچِ کِ در ثبلا  ّب اس یکی اس ایي دستِ ػذد ثبیذ یبسدُ تبی آى 51ٍاضح است کِ اس هیبى 

BA

n 1


